
TIM  - 1 2.6 0  
 
 
 
 

U tin  51   
gniraehS  )gnidneB dna( noisroT dna  

  

 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

aF ll, 20 20   



TIM  - 1 2.6 0  

suhT  ,raf  ew  evah  detartnecnoc  no  eht  gnidneb  fo  llehs   
maeb s. maeb a esac lareneg eht ni ,revewoH  si  detcejbus  :ot  

• laixa  ,daol  F 
• gnidneb  ,stnemom  M 
• raehs  ,secrof  S 
• euqrot  lanoisrot(  ,)stnemom  T 

selpmaxE  fo  lareneg  ecapsorea  llehs  maeb  serutcurts  

 
lle  

 
 
 
 
 
 
 

gnitcennoc  sedon  
 
 
 
 

tinU  51  - 2

aF ll, 20 20   

erugiF  1.51  

 
criA  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002   



TIM  - 1 2.6 0  

ezilaedI  eht  ssorc - noitces  fo  eht  llehs  maeb  otni  owt  :strap  

• P stra  taht  yrrac  lanoisnetxe  ,sserts  σ xx  dna(  suht  eht  gnidneb  dna  
laixa  )sdaol   

• straP  taht  yrrac  raehs  sserts  σ sx  dna(  suht  eht  raehs  sdaol   dna  
)seuqrot   

 
owT  elpmaxe s iaga n… 

• hgih  tcepsa  r oita  gniw  htiw  imes - uqoconom e noitcurtsnoc  

etoN s: 
uqoconom e noc noitcurts  

• – lla  ni  eno  eceip  tuohtiw  lanretni  gnimarf  
• – morf  hcnerF  uqoc“ e” gninaem  lehsgge“ l” 
• – nom“ o” = eno  eceip   

imes - euqoconom   
– desserts  niks  noitcurtsnoc  tiw h lanretni  krowemarf  
– llits  evah  lehsgge“ l” ot  yrrac  raehs  ,sesserts  σ sx   

– anretni l krowemarf  ot  yrrac  laixa  ,sserts  σ xx   

 
tinU  51  - 3

aF ll, 20 20   

• 

 
 
 

• 
 
 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002   
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noitatneserpeR  fo  gniw  imes - euqoconom  noitcurtsnoc  

 
 

bir  

bew  +  
segnalf  = raps  

 
 
 

bew  

 
ezilaedI  siht  noitces  :sa  

noitazilaedI  fo  gniw  imes - euqoconom  noitcurtsnoc  
 
 
 
 
 
 
 

tinU  51  - 4

TIM  - 1 2.6 0  

erugiF  2.51  

segnalf  

skin 

 
 
 

sreneffits  

erugiF  3.51  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002   
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→ snikS  dna  sbew  era  demussa  ot  yrrac  lno y raehs  sserts  σ sx  

 

→ segnalF  dna  sregnirts  era  demussa  ot  yrrac  lno y laixa   
sserts  σ xx   

ecapS  tatibah  

erugiF  4.51  noitatneserpeR  fo  ecaps  tatibah  imes - euqoconom  
noitcurtsnoc   

 
segnalf  

 
spar 

 
 
 
 
 

llaw  
fits srenef  

 
 

ezilaedI  sa  rof  :gniw  
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 1 2.6 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• 

llaw  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tinU  51  - 5 



llaF , 002 2  

noitazilaedI  fo  ecaps  tatibah  imes - uqoconom e noitcurtsnoc   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

retuO  niks  dna  sllaw  era  demussa  ot  yrrac  ylno  raehs  sserts  σ sx   

segnalF  dna  sreneffits  era  demussa  ot  yrrac  lno y aixa l sserts  σ xx  

 
ezylanA  eseht  ssorc - snoitces  sa  a maeb  rednu  denibmoc  ,gnidneb  ,raehs  

dna  noisrot . ezilitU  tS . tnaneV  :snoitpmussa   

1. erehT  era  hguone  ylesolc  decaps  digir  sbir  ot  evreserp  eht  epahs  
fo  eht  ssorc - noitces  ro(  hguone  ssenffits  ni  eht  lanretni  gnicarb  ot   
od  )hcus   

2. ehT  ssorc - snoitces  era  eerf  ot  praw  tuo - fo - enalp   
 

tratS  ot  poleved  eht  cisab  snoitauqe  yb  gnikool  ta  eht  tsom  cisab  :esac  
aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 1 2.6 0  

erugiF  5.51  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

→ 

 

→ 

tinU  51  - 6 
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elgniS  lleC  xoB“  ”maeB  
 

noitatneserpeR  fo  yrtemoeg  fo  elgnis  llec  xob  eb ma  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

suludom - fo diortnec dethgiew  
egnalf  dna  reneffits  aera  desu   

sa  nigiro   
 

nwodkaerB  eht  elborp m… 
 

)a(  laixA  gnidneB  essertS s: hcaE  reneffits/egnalf  sah  emos  aera   
detaicossa  htiw  ti  dna  ti  seirrac  laixa  sserts  ylno  emussa(  σ xx  si  

tnatsnoc  nihtiw  hcae  reneffits/egnalf  )aera   
aP lu  A. agaL ec  © 1002  tinU  51  - 7 

TIM  - 1 2.6 0  

 
 
 
 
 
 

erugiF  6.51  



TIM  - 1 2.6 0  

 

ehT  laixa  sserts  si  eud  ylno  ot  gnidneb  dna(  laixa  ecrof  fi  taht  stsixe  --  
evael  ta  orez  rof  won ) dna  si  erofereht  tnednepedni  fo  eht  gnitsiwt  ecnis  eht  
gniw  si  erf e ot  praw  tpecxe(  raen  toor  --  tS . tnaneV  )snoitpmussa   

 
* dniF  ,M  ,S  T morf  scitats  ta  yna  ssorc - noitces  x fo  eht  maeb  

 
redisnoC  eht  ssorc - :noitces  

 
erugiF  7.51  noitatneserpeR  fo  ssorc - noitces  fo  xob  maeb  

 
 

aerA  detaicossa  htiw  
reneffits/egnalf  i = Ai  

 
 
 
 
 

dniF  eht  suludom - dethgiew  diortnec  ( toN e: sreneffits/egnalf  yam  eb  
edam  morf  tnereffid  )slairetam   

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

aF ll, 20 20   

tinU  51  - 8 
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esoohC  emos  sixa  metsys  ,y  z ecneinevnoc(  syas  eno  thgim  
esu  a ”renroc“  fo  eht  )maeb   
dniF  eht  suludom - dethgiew  nec diort  :noitacol  

y * =  
i  

 
 

z * = 

 
= mus  revo  rebmun  fo  )sreneffits/segnalf  

rebmun  = n 
( toN e: fI  sreneffits/segnalf  era  edam  fo  eht   

emas  ,lairetam  evomer  eht  )sksiretsa  
dniF  eht  stnemom  fo  aitreni  htiw  ecnerefer  ot  eht  etanidrooc  

metsys  htiw  nigiro  ta  eht  suludom - dethgiew  diortnec   

∑ A zi  
∑ A yi  
∑ A yi* iz   

tinU  51  - 9

TIM  - 1 2.6 0  

• 
 

• 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• 

* 
i  

∑ A 
∑ A y  i  

* 

∑ A iz  

∑ A 
i  
 

(  

* 
i  

* 

n  

∑ 
i =1 

* *2 

i  
 
* *2 

i  
 
* * 
i  

Iy = 

Iz = 

Iyz = 
aP lu  A. agaL ec  © 1002   

*  

* 

* 
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• dniF  eht  sesserts  ni  hcae  egnalf  yb  gnisu  eht  noitauqe  ylsuoiverp   
epoleved d:  

 
- E1 f2y - E1 f3z - E1 α ∆T � 

� 
0 rof  on  laixa  ecrof  

lliW(  od  na  elpmaxe  fo  siht  ni  ticer )noita  

raehS  esserts s: emussa  eht  sniks  dna  sbew  era  niht  hcus  taht  eht  
raehs  sserts  si  tnatsnoc  hguorht  rieht  ssenkciht  .  

esU  eht  tpecnoc  fo  raehs“  olf w” ylsuoiverp  :depoleved  
]htgnel/ecroF[   

ssenkciht  

raehs  sserts  dellac(  siht  eht  raehs  
natluser t ni  eht  esac  fo  )noisrot   

 
kooL  ta  eht  elpmaxe  ssorc - noitces  dna  lebal  eht  tnioj“ s” dna  niks“ s” 

 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 1 2.6 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)b(  

F TOT  �  
�  
�  

σ � = xx  
E 
E1 A  *  

sx   q = σ t  

raehs  
wolf   

tinU  51  - 01  
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noitatneserpeR  fo  ,stnioj  ,sniks  dna  raehs  swolf  ni  
ssorc - noitces  fo  xob  maeb   

 
 
 
 
 
 
 
 

kooL  ta  eht  muirbiliuqe  fo  nioj t : 

noitatneserpeR  fo  sniks  dna  regnirts  dna  detaicossa  sdaol  
dna  raehs  swolf  ta  tnioj   1  

niks  

regnirts  
 
 
 
 
 

niks  

 
tinU  51  - 11

 1  

erugiF  9.51  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002   

TIM  - 1 2.6 0  

erugiF  8.51  



llaF , 002 2  

 

etoN s: 
• ehT  regnirts  ylno  seirrac  laixa  daol  
• ehT  niks  seirrac  ylno  raehs  wolf  
•� ehT  raehs  wolf  ta  eht  ne“ d” fo  eht  niks  erehw(  ti  si  

)”tuc“  tsum  eb  eht  emas  sa  ta  eht  egde  eht(   
ssorc - noitces  )tuc . sihT  si  eud  ot  muirbiliuqe   

(σ yx  = σ xy )  

 
 

ylppA  :muirbiliuqe  
 
 

 

⇒  - P + 

 
q1 - q6 = - 

 
 

eroM  yllareneg  eton  :taht  
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 1 2.6 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• = 0 

 
q1 xd  - q6 xd  = 0 

 
 
 
 
 
 
 

tinU  51  - 21  

x ∑ F 

xd  + 
dP  
dx  

P + 

Pd  
xd  

 

⇒  
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A elgn  taht  niks  semoc  otni  tnioj  seod ’n t rettam  ecnis  q gnola  
egde  si  syawla  ni  x- noitcerid   

noitatneserpeR  fo  sniks  ta  tnioj  gnimoc  ni  ta  yna  elgna  

 
 
 
 
 
 
 
 

2. regnirtS  enola  sevig  sa  sti  noitubirtnoc  

erugiF  11.51  noitatneserpeR  fo  regnirts  detalosi  ta  oj tni  

 
 
 
 
 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 1 2.6 0  

.1  

 
erugiF  01.51  

Pd   
dx  

tinU  51  - 31  



llaF , 002 2  

fI  raehs  swolf  “ tni o” ,tnioj  sti  snoitubirtnoc  si  ni  ht e vitagen e x- 
;noitcerid  fi  raehs  swolf  “ tuo  of” ,tnioj  sti  noitubirtnoc  si  ni  eht   

vitisop e x- noitcerid   

erugiF  21.51  noitatneserpeR  fo  raehs  gniwolf  ( )tfel  otni  dna  )thgir(  tuo  fo  
tnioj   

 
 
 
 
 
 
 
 

gniddA  lla  siht  :pu  
 

- q ni  
 

q tuo  - 

 
esU  siht  ni  lareneg  

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

Pd  
xd  

 

⇒  

+ q tuo  = 0 

Pd  
xd  

 
 

tinU  51  - 41  

q ni  = - 

TIM  - 1 2.6 0  

.3  
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roF  a erom  detacilpmoc  ,tnioj  esu  noitisoprepus  
erugiF  31.51  noitatneserpeR  fo  tnioj  htiw  elpitlum  sniks  

 
 
 
 
 
 

-- > deeN  na  noisserpxe  rof  P --  trats  :htiw  
= Aσ 

:gnitaitnereffid  
dσ xx  
d x   

ecnis  era  gniredisnoc  sregnirts   
htiw  a mrofinu  ssorc - noitces  

 
 

tnioJ  muirbiliuqE  

 
tinU  51  - 51

IM T - 16. 02   

xx  P 
 
 

 

⇒   = A 
dA 
dx 

+ σ 
xx  

Pd   
dx 

= 0 

tsoM  lareneg  sac e: 

 
q tuo  - q ni  = 

 
aP lu  A. agaL ec  © 1002   

dx 
- A xx  dσ 



TIM  - 1 2.6 0  

redisnoC  a relpmis  :esac  
• I zy  = 0  
• Mz = 0 

wonk  :taht  
 

xx  

 

My z 
xd  � Iy 

� 

zA   
Iy 

 
 

raehs(  )tnatluser  
 

tnemom(  fo  aera  tuoba  )y  
 

oS  rof  siht  ,esac  eht  tnioj  muirbiliuqe  noitauqe  :semoceb  
aP lu  A. agaL ec  © 1002  

llaF , 002 2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tinU  51  - 61  

cirtemmys(  )noitces  
 
 
 

My z 
- 

Iy 
σ = 

-  
� � 

d My 

dx 

� � 
= A 

 
= - 
 
 
 
Sz 

 

⇒  d  Pd   
dx   

dP   
dx   

llaceR  :taht  
d My  = 
dx   

zA  = Qy 



TIM  - 1 2.6 0  
 
 
 

• cirtemmyS  noitces  
• Mz = 0 

 
woN  evah  na  noitauqe  rof  eht  muirbiliuqe  fo  raehs  sesserts  ta  eht  .stnioj  

raehS  sesserts  esira  eud  ot  owt  :snosaer   

• raehS  tnatluser  
• gnitsiwT  

 
 

nI  lareneg  evah  ta  yna  ssorc - :noitces  

 
 
 
 
 
 
 

tI  si  tneinevnoc  ot  kaerb  pu  eht  melborp  otni  owt  etarapes  :smelborp  
aP lu  A. agaL ec  © 1002  

aF ll, 20 20   

Qy Sz  q tuo  - q ni  = 
Iy  

tinU  51  - 71  
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)1(  “ eruP  aehS r” )2(  “ eruP  siwT t” 

 
 
 
 
 

raehs  tnatluser  stca  
ta  raehs  retnec  os   

ereht  si  on  gnitsiwt   

-- > evloS  hcae  melborp  ,yletarapes  neht  dda  eht  stluser  esu(  
)noitisoprepus   

oitidnoC n: ehT  owt  ecrof  smetsys  S( z, T dna  Sz’, T’) tsum  eb  
tnellopiuqe   

noitartsnomeD  fo  ecnellopiuqe  of ecrof  smetsys  

 
 
 
 
 
 

tinU  51  - 81

TIM  - 1 2.6 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

◊ 

erugiF  41.51  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002   
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d = ecnatsid  morf  erehw  raehs  tnatluser  stca  ot  raehs  retnec   
S = Sz 

′ 

T ′ - Sz d = T 
 

uferac l: ngis  dluoc  eb  + ro  - gnidneped  nopu   
noitcerid  Sz si  !devom   

noitatneserpeR  of evitisop  dna  evitagen  noitubirtnoc  fo  Sz 
ot  euqrot   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

niH t: ddA  pu  seuqrot  tuoba  enil  fo  Sz noitca  ni  hcae  .esac  
yehT  tsum  eb  eht  !emas   

(

 

⇒ d sah  edutingam  dna  )ngis   
tinU  51  - 91

= emas  

 

⇒  

= as em  

 

⇒  

z z 

erugiF  51.51  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002   

TIM  - 1 2.6 0  

nifeD e: 

∑ F 

∑T 



TIM  - 1 2.6 0  

noituloS  erudecorp  
:neviG  • noitces  seitreporp  

• l gnidao  ,)x(T[  Sz ])x(  

dniF : • raehs  sesserts  )swolf(  n(  )stnioj  
• raehs  retnec  

 

⇒  n(  + )1  selbairav  
 

redisnoC  eruP“  aehS r” esac  

)a  ylppA  tnioj  muirbiliuqe  noitauqe  ta  hcae  tnioj  
toN e: n stnioj  lliw  dleiy  n-1 tnednepedni   

noitauqe s. eno(  si  tnedneped  ecnis  t eh  
noitces  si  )desolc   

)b  esU  euqroT  yradnuoB  noitidnoC  
 

= T eilppa d 

sihT  si  euqrot  cnelaviuqe e, ton  muirbiliuqe  

oD  siht  tuoba  eht  enil  fo  noitca  fo  Sz 

tinU  51  - 02

aF ll, 20 20   

.1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

aP lu  A. aL ecag  © 1002   

lanretni  ∑ T 



llaF , 002 2  

:nehT  
T eilppa d = Sz d 

qi ( tnemom  mra )i ( niks  htgnel )i 

 
deificepS  on  siwt t eruP(  raehS  ,)esaC  os  ylppa  eht  No 
tsiwT  noitidnoC   

llaceR  morf  noisroT  :yroehT  
 

∫ τ ds 

:ereH  

 
:dna  

 
 

 

⇒  
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 1 2.6 0  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c) 

∑ lanretni  ∑ T = 

dα 
dx 

dα 
dx 

τ 

= 2 A  G  

= 0 

q 
t 

= 

ds = 0 

 
tinU  51  - 12  

∫  q 
t  
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n - 1 snoitauqe  
1 noitauqe   
1 noitauqe   

n + 1 snoitauqe  rof  n + 1 selbairav  
gnivloS  eseht  :sevig  

• q’s eud  ot  eruP“  aehS r” esac  
• d 

-- > nehw  ,etelpmoc  kcehc  :aiv  
∑ lanretnI  aehS r sdaol  = deilppA  raehS  

latnoziroH(  & )lacitrev   
 

redisnoC  eruP“  oisroT n” esac  

)a  ylppA  tnioj  muirbiliuqe  noitauqe  ta  hcae  tnioj   
toN e: ,niaga  n stnioj  evig  n-1 snoitauqe  

ecniS  on  :raehs   
q tuo  - q ni  = 0 

 
tinU  51  - 22

TIM  - 1 2.6 0  

sihT  :sevig  
)a  
)b  

c) 

.2  

 
 
 
 
 
 

aP lu  A. aL ecag  © 1002   
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esU  euqroT  yradnuoB  tidnoC noi  
= T eilppa d 

T eilppa d = T + ro  - Sz d 

dnuof  ni  trap  1 

 
n - 1 snoitauqe  

1 noitauqe   
 

• deeN : n q s’  

evloS  eseht  rof  q s’  eud  ot  eruP“  oisroT n” esac  
 
 
 

muS  stluser  rof  “ eruP  aehS r” dna  eruP“  oisroT n” sesac  
 

dluoc(  esu  qi
s, qi

T: qi eud  ot  erup  raehs  = qi
 s  

qi eud  ot  erup  noisrot  = qi
T) 

 
tinU  51  - 32

lanretni  ∑ T 

 

⇒  
 
 
 

.3  
 
 
 
 
 

aP lu  A. aL ecag  © 1002   

TIM  - 1 2.6 0  

)b  
 
 
 
 
 

sihT  :sevig  
)a  
)b  
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q 
 t  

lliw(  eb  tnatropmi  ot  enimreted  )noitcelfed  
lliw(  og  revo  elpmas  melborp  fo  tuodnah  6#  ni  )noitaticer  

 
:rof  cirtemmysnU  llehS  smaeB  

• tonnaC  ekam  gniyfilpmis  snoitpmussa  esu(  snoitauqe  
oc gnilpu  gnidneb  ni  y dna  )z   

• eeS  tuodnah  B4#  
 

ot eud( sesserts eht taht woN  ,gnidneb  raehs  )noisrot dna  
era  ,denimreted  deecorp  ot  dnif  …eht   

 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 1 2.6 0  

woN  :evah  raehs  swolf   
teg(  raehs  sesserts  :aiv  ) 

ol noitac  fo  raehs  retnec   
τ xs =  

tinU  51  - 72  
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NOITCES  SEITREPORP  
gnidneB  ,ssenffitS  IE  

∑ A y2 
∑ A z2 
∑ A y z 

)b  S raeh  ,ssenffitS  AG  evah(  ton  enod  siht  )erofeb   
redisnoC  eht  snoitcelfed  ∆v dna  ∆w rof  a tnemges  ∆x htiw  lno y raehs  

secrof  Sy dna  Sz gnitca  ta  eht  raehs  retnec   
erugiF  81.51  atneserpeR t noi  fo  llehs  maeb  tnemges  htiw  ylno  raehs   

secrof  gnitca  ta  eht  raehs  c retne   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 1 2.6 0  

 
 
 

)a  )erofeb sa(  

Iz = 

Iy = 

Iyz = 

* 

* 

* 

tinU  51  - 82  
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naC  sserpxe  eht  raehs  swolf  ni  hcae  rebmem  sa  snoitubirtnoc  eud  ot  
Sy dna  Sz  :  

q )s(  = qy )s(  Sy + qz )s(  Sz 
:erehw   

= raehs  wolf  eud  ot  Sy fo  tinu  edutingam  

= raehs  wolf  eud  ot  Sz fo  tinu  edutingam  
-- > oT  enimreted  ∆v dna  ∆ ,w  ti  si  tseb  ot  esu  na  grenE y dohteM  
tI  nac  eb  nwohs  :taht  

A =  

∫  

A = 

 
 

A = 

 
P lua  A.  ecagaL © 2 100

qy (s  )  
qz (s  )  

qy 
sd   

t  

yy  2  
1 

(  )  

∫  

 
∫  

2  qz 

1 
(  )  sd  

 
 

sd  
 

tinU  51  - 92  

zz  

t  
1 

qy qz 

t  

zy  

MIT - 16. 02   
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lanoisroT  ,ssenffitS  JG  
ylsuoiverP  was  :taht  

rof(  desolc  )noitces  

 
sa(  tsuj  )did  

 
 
 

= raehs  wolf  eud  ot  T fo  tinu  edutingam  

,nehT  gnisu  siht  ni  eht  :evoba  

T q 
G2 A t 

:gnillaceR   
dα T  
d x  G J 

 

⇒  

∫  
aP lu  A. agaL ec  © 1002  

TIM  - 61 . 02   

)c  

dα 
dx 

 
:teL  

q 
t  
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